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ABSTRACT 

We compare order relation on L1(R)  + La(R) introduced by Ph. Benilan, 
M. G. Crandall and A. Pazy [ I ] ,  and this induced by the K function of 
interpolation theory [ S ] .  We define normal sets and normal applications N. 
We study the dual application of N and the functional @,: N ( u ) =  
$ N ( K ( .  , u) ) .  These properties make a link between "normal application" and 
the theory of interpolation. 

Dans de recents travaux, Ph. Benilan, M. G. Crandall et A. Pazy [ I ]  ont ete 
amenes a etudier les operateurs verifiant des proprietes d'accretivite dans tous 
les espaces LP. 

Plus prkcisement, soient (SZ, p)  un espace mesurk muni d'une mesure a-finie 
non negative, &(Q) designe l'espace des applications p-mesurables a valeurs 
dans R U { + co) (resp. &,(SZ) = { u  E.I(R) 1 u  < + co p.p.)), et Jo = 

{ j  : R+ [0, + a] ( convexe, s.c.i., j(0) = 0). 
Si A est une inultiapplication definie sur MALI), A est dite completement 

accrktzve [ I ] si: 

Ils etudient la classe de ces operateurs completement accretifs et en particulier 
les properietes de perturbations additives et multiplicatives par des graphes 
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maximaux monotones. Pour cela ils ont 6t6 amen6s a consid6rer les sous- 
espaces X de ~//(f~) pour lesquels A completement accr6tive entraine Ax (A 
restreinte ~ X) est accr6tive dans X. Ceci les a conduit ~ d6finir des normes 
normales sur ,//(f~). 

Ils considerent des sous-espace vectoriels norm6s X de d//(f~), stables pour la 
relation d'ordre associ6e ~ J~: 

J~ = {jeJo [j paire}, 

u<v( f  j(u)dlt< fj(v)d# Vj~J~), v~X=*uEX, 

et dont la norme est dite "normale" si elle v6rifie de plus 

II u IIx --< II v II x .  

On rappelle que cette relation d'ordre est 6quivaleme a K(t, u)<= K(t, v) 
Vt > 0  ot~ 

K(t, u)= weL~(ta)Inf ( fta [u(x)- w(x)ld# + t [[w[[ o~), 

on notera alors u < v. 
On s'int~resse ~ des applications normales N, plus g6n6rales que des normes, 

auxquelles, a tout sous-ensemble F d e  XI = {u E,//(f~) [ 0 < N ( u )  < + oo} on 
associe l'application duale: 

u E~I(~)-~ N,~(u)--sup,~r N@v) f u  lu(x)v(x)ld#. 

On montre alors que si F U {0} est une "panie normale" (d6finition I. 1) N* est 
une semi-norme qui v6rifie la propri6t6 de Fatou [ 1 ] [9]. Puis on montre qu'a N 
on peut associer une fonctionnelle ~ ,  telle que VuE~t/(II) N ( u ) =  
@N(K(., u)). Ce qui met en ~vidence un lien entre les "parties normales" et la 
th6orie de l'interpolation. On compare alors les propri6t6s alg6briques de Net  
~ , ,  dont rune est li6e ~ la notion de K-divisibilit6 [2] [5] (proposition 1.3). 
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I. Application normale, application duale 

I. Parties normales 

Tout au long de ce travail, on envisage un espace mesur6 (f~,/~) muni d'une 
mesure a-finie non atomique [5]. 

NOTATIONS I. 1 
1. Jg(f~) d6signe l'ensemble des applications/t-mesurables, L~(f~), L°°(f~) 

les espaces de Lebesgue classiques. 
2. Ph. B6nilan, M. G. Crandall et A. Pazy [1] introduisent l'ensemble 

suivant: 

J~ = { j ' R ~  [0, + oo] Ij convexe, s.c.i., paire, j(0) = 0}. 

3. Soit u un 616ment de JtC(f~), on lui associe: 

K: t~]O,+ov[--,K(t,  u ) =  v~L=,.)inf [ ~o l u - v l d l ~ + t  [Iv 11 ] 

of 1 v + d6signe l'application: 

=inf[k>0 , , f ( l u l - k ) + d l ~ + t k ]  

xEf~--- ,v+(x)={i(x)  
s i r > 0 ,  

ailleurs. 

On donne une d6monstration d'un resultat connu depuis longtemps dans le 
cas d'une variable discrete ([8], [1 1]), et utilis6 dans le cas d'une variable 
continue, sans qu'il soit facile d'en trouver une r6f6rence. 

PROPOSITION I. 1. Quels que soient u et v de ~¢/(f~), on a ~quivalence entre 
les deux propridt~s suivantes: 

(i) VjEJ~ fnj(u)d# < fnj(v)dl~, 
(ii) K(t, u) <= K(t, v) V t > O. 

Avant de faire la d6monstration, on fait les rappels suivants: 

1. Si u ~./t(f~), on lui associe [31: 
sa fonction distribution: 
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aE]O, oc[---'O(u, a) =/~(x  ~f~l  l u(x)l > ~), 

sa fonction r6arrangement: 

t~ ]0 ,  ~c[--, u*(t) = inf{a [O(u, ~) <= t), 

u* est non croissante, continue a droite. 
De plus, la fonction r6arrangement v6rifie les properi6t6s suivantes: 

(a) V E  C f~, E mesurable,/t(E) < t, 0 < t < + 0% 

L ;0 t lu(x)lzed# < u*(s)ds, 

o0 Ze d6signe la fonction caract6ristique de l'ensemble E; la mesure/~ 6tant 

non atomique, on a: 

V O "< t < #(~"~) 3 E t mesurable avec #(Et) = t, 

folu(x)lz ,a, = f0' u*(,)es. 

(b) Vu, vE~/(f~)  on a: 

L ;0" lu(x)l Iv(x)ldg <= u*(s)v*(s)ds. 

(c) K(t, u) = f~ u*(s)ds, cette quantit6 6tant finie si u EL1(f~) + L~(O). 

2. On a l'6quivalence entre les deux propri6t6s suivantes [1], pour tout 

u, v ~ ~ ( ~ ) :  

(i) Vj  ~J~ fnj(u)dlt  < fnj(v)dg,  
(ii) V k > 0  fa[ lu (x ) l  - k]+d/~ <-_ f , [ I v ( x ) l  - k]+d#. 

DI~MONSTRATION DE LA PROPOSITION I. 1 

1. So i en t  u et  v v6rifiant: 

V j ~ J ~  fnJ (u )d#  < ;n j (v)dg;  

soit 

f(lu(x)l k)+d~ J.(Iv(x)l 
P 

k)+d# 

d'ou on d6duit K(t, u) < K(t, v) V t > O. 

V k > 0 ,  
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2. Soient u et v v6rifiant K(t, u) < K(t, v) Vt > 0, pour montrer  qu'on a (i) 

il sutiit d'6tablir (rappel 2), 

f (Iv(x)l-k)÷d  V k > O .  

Des propri6t6s des fonctions distribution et r6arrangement, on d6duit les 
6galit6s suivantes: 

~D(u*,k) 

I1 suflit alors d'6tablir les in6galit6s: 

f D(u*,k) ~D(v*,k) 
(1) (u*(s) - k)ds < (v*(s) - k)ds V k > O. 

.Io 

L'in6galit6 (1) est imm6diate si on a D(u*, k) < D(v*, k). 
D u*,k) * ~. Si D(u*, k) > D(v*, k) on aura folv*,k) (V (S) -- k) < 0 ce qui entraine 6gale- 

ment  (1). 

NOTATION I. 2. Si u et v appartenant h J / ( f l )  v6rifient l'6quivalence de la 
proposition I. 1., on note 

U < V .  

V k E R  

ceci 6quivaut h: 

Vu,  v~./C(f~) u < v  et v E X ~ , u E X .  

2. On appelle application normale toute application N de ,4t'(fl) dans 
v6rifiant: 

Xk = {u E.1¢(~) IN(u) < k), Xk est normale; 

Vu, v~J# (~ )  u <v=*N(u)<N(v) .  

3. On appelle espace vectoriel norm# normal tout sous-espace vectoriel X de 

J¢(~)  qui est une partie normale, et qui est tel que, si II • II d6signe la norme de 
X, l'application: 

DI~FINITION I. 1. [1] 

1. On appelle partie normale tout sous-ensemble X de ~//(~) v6rifiant: 
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N:u~°:#(f2)__.N(u)={[lul[ s i u ~ X  

+ ~ siuq~X 

est une application normale. 

II. Application duale 

DI~FINITION I. 2. Soient N une application normale de dC(f~) dans 

[0, + oo], F u n  sous-ensemble de XI = (u ~.¢¢(f2) ] 0 < N(u) < + ~ ) .  On 

applle application duale associde (~ F et on note N*: 

u~'/l(~)~N*(u)=sup~(v)fnIu(x)v(x)]dP'v~F 

REMARQUE I. 1 

1. N* est une semi-norme, elle est une norme si et seulement si: 

nlu(x)v(x)ldlt=O VvEF=*u=O p.p. 

2. Toute application duale v6rifie la propri6t6 de Fatou [ 1] [9]; plus pr6cis6- 

ment: soit (u,),~N c o¢¢(f~), u, > 0 alors 

Nr*(lim inf u,) =< lim inf N*(u,). 

En particulier les semi-boules ferm6es seront ferm6es pour la convergence 

presque partout. 

Le r6sultat suivant est dfi essentiellement ~ Luxemburg [10] (p. 115, 

th6or6me 11.7) et la preuve que nous donnons ici suit de pr6s ses id6es: 

TH~OR~ME I. 1. Soient N une application normale, Fun sous-ensemble de 
X 1 = ( u  ~,/J~(~"~) I 0 < N ( u )  < + oo}, tel que F U {0} soit unepartie normale; 
alors N* est une semi-norme normale. 

DEMONSTRATION. Soient u, rEdO(f2) avec u < v .  On veut montrer 

N*(u) <= N*(v). Comme la mesure sur f~ est non atomique, queUe que soit co, 

fonction simple sur f2, il existe des fonctions simples ogu et ogv ayant m6me 

fonction r6arrangement que co et v6rifiant 

L l u(x ) l oJ (x )+ = : f  u*(s )o.,*(s )ds 
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ainsi que 

fo I v(x)lco,(x)dl~ = v*(s)co*(s)ds. 

Comme co* peut s'6crire co*(s) -- Z~= ~ akZ[0,p,[ ak, flk r6els positifs, et comme 

f~ u*(s)ds <= f~ v*(s)ds (proposition I. 1), on obtient 

L l u(x)I cou(x)dlt <= £ , v(x)I co,(x)dx. 

Puis en utilisant la propri6t6 (b) rappel6e plus haut, on en d6duit: 

f nl u(x)co(x)ldlt < N*(v )N(co ) 

pour toute fonction simple co. 

Un argument simple d'approximation 6tend ce rSsultat fi tout co de F. 

REMARQUE I. 2 
1. En suivant Lindenstrauss et Tzafriri [9] (p. 115) on remarque que l'6tude 

des espaces de fonctions invariantes par r6arrangement sur un espace mesur6 

s6parable (~, g), ici non atomique, se r6duit ~ consid6rer f~ -- [0, 1] ou [0, ~[ ,  

munis de la mesure de Lebesgue. On dira alors que X sous-espace de ~/(f l )  est 

invariant par r6arrangement [9] (p. 118) si c'est un espace de K6the v6rifiant: 

(i) V u E X, V z automorphisme bijectif bimesurable de fl  dans f~ conser- 

vant la mesure, alors u o r ~ X et II u o x II x = II u II x .  

(ii) X' est un sous-espace norm6 de X* et ainsi X est ordre-isom6trique/l un 

sous-espace de X". En tant que sous-espace de X", X est soit maximal 
(X = X") soit minimal (l'enveloppe lin6aire ferm6e dans X" des fonc- 

tions simples). 
(iii) Si ~ = [0, 1] on a l'inclusion alg6brique et topologique L°°(0, 1) 

X C___. L~(0, 1), de normes 1. 
Si ~ = [0, oo[ on a l'inclusion: 

L~(0, ~ )  N L~(0, oo) C X C L~°(0, ~ )  + L~(0, ~ )  

avec ~' u E L ~ fl L l II u II x --< Max( l[ u I1,, II u II ~) et 

So' V u E X  u*(s)ds <= II u I1~. 

On peut alors montrer en se servant d'un argument utilis6 par Calderon 
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(d6monstration du th6or~me I, p. 278 [4]) que si les boules de X sont ferm6es 

pour la convergence presque partout, il y a 6quivalence entre X est un espace 

vectoriel norm6 normal et X est invariant par r6arrangement (on peut mSme se 

contenter d'une semi-norme). 

2. Toute application duale v6rifiant la propri6t6 de Fatou (remarque I. 1.2) 

on aura 6quivalence entre la semi-norme duale est normale et l'espace associ6 

est invariant par r6arrangement. 

II. Application normale, fonctionnelle associee 

I. Fonctionnelles 

On vient de comparer une propri6t6 de croissance associ6e a rensemble J~ 

[1], et une propri6t6 de croissance associ6e a la fonction K qui joue un r61e 

important en interpolation. On adapte alors aux espaces qui nous int6ressent 

un r6sultat mis en 6vidence par Cwickel et Peetre [6]. 

D~FINITION II. 1. On appellefonctionnelle toute application de ~t/+(0, oo) 

dans R, qui est de plus croissante: 

u < v  p.p. O(u)=<O(v) 

REMARQUE II. 1. Soit • une fonctionnelle. Alors l'application: 

u E.//(~2) ---- ¢ ( K ( . ,  u)) 

est une application norm ale (d6finition I. 1). 

NOTATION II. 1. Soit N une application de J l ( ~ )  dans R. 

On lui associe une fonction notre ON par: 

ON: ~ ~dg+(0,  oo)--" ON(~a)= 

On remarque que ON est une fonctionnelle. 

inf N(u). 
u ~.H(t'I) 

¢(t ) <= K(t, u) p.p. 

PROPOSITION II. 1. Soit N une application de ,a(f~) dans ({. Alors Nest  
normale si et seulement si la fonctionnelle ON v~rifie: 

q u E,4l(f~) N(u) = ON(K(., u)). 

Ce r6sultat est une cons6quence de la proposition I. 1; on remarque de plus 

que ON est la plus grande fonctionnelle • v6rifiant: 
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N(u) = ~ ( K ( . ,  u)) Vu.  

II. Comparaison des propri#t#s d'une application normale et de la fonction- 
nelle associ#e 

DEFINITION II. 2 
1. On appelle jauge (resp., semi-norme, norme) sur ~'(f~) toute application 

N: ~t '(f~)~ [0, + c~] propre 

Xu = D(N) = (u IN(u) < + oo} ¢ 

v6rifiant: 

(a) N ( 2 u ) = 2 N ( u )  V 2 > 0  VuE~ ' ( f~) ,  
(b) respectivement N(u + v) < N(u) + N(v) V u, v ~ 1 ( ~ ) ,  
(c) respectivement N(u) = 0*=*u = 0 p.p. 

2. On appelle jauge (resp. semi-norme, norme) fonctionnelle, toute fonc- 
tionnelle ~ : ~0 E,lt(O, ~)---- ~(cp) = @(1~ 1 ) ~  [0, + ~] ,  telle que • soit une 
jauge (resp. semi-norme, norme). 

REMARQUES II. 2 
1. Si N est une jauge, alors N(0) = 0. 
2. Soit N une jauge normale non identique ~ 0, alors Ph. B6nilan, M. G. 

Crandall et A. Pazy ont montr6 [1] que X~ est un sous-ensemble de L~(~) + 
L ~o(~). 

3. Soit • une jauge (rsp. semi-norme, norme) fonctionnelle. 
Alors l'application N: 

u EJl(f~)---,N(u) = ~ ( K ( . ,  u)) 

est une jauge (resp. semi-norme, norme), normale. 
4. Si Nest  une jauge, alors ~u  est une jauge fonctionnelle. 

PROPOSITION II. 2. Soit N une semi-norme sur.t¢(~). Alors la fonctionnelle 
~u  est une semi-norme. 

DI~MONSTRAT1ON DE LA PROPOSITION II. 2 

1. Soit N une application de ~¢/(~) dans [0, + oo]. Pour que l'application ~u  
v6rifie l'in6galit6 triangulaire, il suffit que (remarque II.2 [6]): ~' u, v ~ dt '(~) il 
existe u~, v~ v6rifiant: 

K(t,  u) = K(t,  ut), K(t,  v) = K(t,  vt) 
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et 

K(t, u~ + v~) = K(t, ul) + K(t,  v~) X/ t > O. 

C o m m e  K(t,  v) = K(t, v*) ~' t > 0, pour  tout v E Jl(f~) ,  et come v = v*, s iv est 

une application de R +* dans R ÷ non croissante continue a droite, le r6sultat 

sera v6rifi6 si on est sur o/4'+([0, + ~c[ ). 

2. De (1) on d6duit qu 'on  est ramen6 au probl~me suivant: 6tant donn6 

v ~oCg+( ]0, ~c[ ) non croissante, continue ~ droite, existe-t-il g ~oa'(f~) v6ri- 

fiant g* = v, la construction de g 6rant "intrins~que"? 

La mesure/~ 6rant non a tomique pour  tout sous-ensemble mesurable E de fl, 

Va,  0 < a <Ft(E),  il existe un ensemble E~ c E v6rifiant/I(E~) = a [12]. On 

utilise alors une id6e de Lindenstrauss et Tzafriri [9] envisag6e pour  12 = 

]0, oo[ muni  de la mesure de Lebesgue. 

Plus pr6cis6ment: X/n ~ N* on d6compose ]0, ~ [  en parti t ion de la forme: 

[ ~ / - 1  j + l [  

a J . .=  2 .  , 2.  , 
j ~ N * .  

Alors il existe des sous-ensembles mesurables de f~, (flj,.)i..EN" v6rifiant: 

1 
U(~j,.)  = 

2 . - 1 '  

les ensembles 6tant "emboit6s" de la fa¢on suivante: si 

j - 1 k - 1 k k + 1 j 

2" 2 "+1 2 "+l 2 "+t 2 " '  

f~k,. + 1 et flk + 1,. + I forment  une parti t ion de f~i,,. 

La fonction v 6tant donn6e, on note D l 'ensemble, au plus d6nombmble ,  de 

points de discontinuit6 de v. 

A tout n ~ N * ,  on associe v.: 

t e l 0 ,  oo[-- .v.( t)= 2" f.j,. v(s)ds s i t ~ a j , . ;  

alors l im._+~ v,(t) = v(t) V t ~ ]0, ~ [  - D [9], a v. on associe g.: 
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XE~__.~gn(X)={in(t) s i x ~ j , n ,  l~tTj,n~ 

s ix  EC.(UE~j,.).  

Alors g = l im,_+~ g, p.p. et g* = v. 

REMARQUE II. 3. Le fait qu'il existe u~ et vl v6rifiant les propri6t6s requises 

plus haut est 1i6 ~ la notion de K-divisibilit6 6tudi6e par Brudnyi et Krugljak 

[2] et Cwickel [5]. En effet, si ron  remplace les espaces L~(f~) et L®(fl) par un 

couple compatible arbitraire d'espaces de Banach et si l'on d6finit judicieuse- 

ment la K-fonctionnelle K ( . ,  u) dans ces espaces, une forme plus faible du 

r6sultat pr6c6dent est encore valable et admet des cons6quences importantes 

dans la th6orie de l'interpolation. 

PROPOSITION II. 3. Si N est une norme normale sur ~1(~), alors ON est une 
norme. 

DI~MONSTRATION DE LA PROPOSITION II. 3. Soit ~ de ]0, or[ ~ valeurs dans 

R ÷ non identique ~i 0 p.p.; alors il existe s > 0 avec q~(s) -- a > 0 et toutes les 

fonctions u sur lesquelles on doit prendre l 'inf (notation II. l) doivent v6rifier 

(1) a < K(s, u). 

Sans restreindre la g6n6ralit6, on peut supposer s <#(f~).  Soit alors E un 

sous-ensemble de f~ de mesure s e t  v = (a/s)gE, on a 

a 
K(t, v) = - min(t, s). 

S 

D'ou toute fonction v6rifiant (1) v6rifiera K(t, v )<K( t ,  u) V t > 0 ;  d'of~ 

N(u) > N(v) et on aura Os(~0) > N(v) > O. 

REMARQUES II. 4 

1. Si X est un espace vectoriel norm6 normal de norme II • II, alors il existe 

une jauge fonctionnelle • telle que: 

v u ~ x  II u II = O ( K ( . ,  u)).  

2. Soit X un espace vectoriel norm6 normal non r6duit ~ {0}, alors L~ C X 

o0 L~ = {u ~L~(f~)] #(supp u ) <  + oo}. 
X 6tant un espace normal non r6duit fi {0}, il existe un sous-ensemble 

mesurable E de f~, 0 </~ (E) = a < + o% tel que )E c X. On va en d6duire que 
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pour tout sous-ensemble mesurable F, 0 < / ~ ( F ) =  fl </~(f~), XF appartient 
X, ce qui entrainera le r6sultat souhait6. Comme 

0 si  a _-< k 

fta [alzEI k] + 
(a - k) l t (E)  si k < a 

o n  a 

inf  (1, ~ )  XF < Xe, 

et X 6rant un epace vectoriel normal, ZF ~ X. 

On d6duit du th6or~me I. 1. le corollaire suivant: 

COROLLAIRE II. 1. Soient N une norme normale,  XN = 

{ u E Jct ( ~ ) l N ( u ) < + o~ } l'espace vect oriel norm~ associ ( ; si XN ~ {0} alors 

N*, est une norme normale et de plus N *  = N*Nnz~. 

BIBLIOGRAPHIE 

1. Ph. Benilan, M. G., Crandall and A. Pazy, Nonlinear Evolution Equations Governed by 
Accretive Operators (livre en pr6paration). 

2. Ju. A. Brudnyi and N. Ja. Krugljak, Real interpolationfunctors, Soviet Math. Doklady 23 
(1981), 5-8. 

3. P.L. Butzer and H. Berens, Semi-groups of Operators andApproximation, Springer-Veflag, 
1967. 

4. A. P. Calderon, Spaces between L ' and L ~ and the theorem of Marcienkiewicz, Studia 
Math. 26 (1966), 273-299. 

5. M. Cwickel, K-divisibility of the K-functional and Calderon couples, Ark. Mat. 2 (1984), 
39-62. 

6. M. Cwickel and J. Peetre, AbstractK- and J-spaces, J. Math. Pures Appl. 60 (1981), 1-50. 
7. P. R. Halmos, Measure Theory, Van Norstand, 1950. 
8. G. Hardy, J. E. Littlewood and G. Polya, Inequalities, Cambridge University Press, 1959. 
9. J. Lindenstrauss and L. Tzafriri, Classical Banach Spaces II. Function Spaces, Springer- 

Veflag, 1979. 
10. W. A. J. Luxemburg, Rearrangement invariant Banach function spaces, Proc. Syrup. 

Anal., Queen's University 10 (1967), 83-144. 
I I. A. W. Marshall and I. Olkin, Inequalities: Thoery of Majorization and its Applications, 

Academic Press, 1979. 
12. J. Neveu, Calcul des probabilit~s, Masson, 1964. 


